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Многообразия квазиортодоксальных полугрупп 
Н . Г . Т О Р Л О П О В А 
Регулярная полугруппа называется ортодоксальной, если множество всех 
ее идемпотентов образует подполугруппу в ней. Произвольную полугруппу с 
таким же свойством множества всех ее идемпотентов назовем квазиортодок-
сальной. Многообразие полугрупп V назовем квазиортодоксальным, если 
каждая полугруппа из V квазиортодоксальна. 
В настоящей работе дан критерий, позволяющий по совокупности тож-
деств Ф, задающей многообразие полугрупп V, выяснить, является ли V квази-
ортодоксальным. Кроме того, описаны минимальные неквазиортодоксальные 
многообразия полугрупп, т.е. такие неквазиортодоксальные многообразия, 
каждое собственное подмногообразие которых является квазиортодоксальным. 
Все необходимые сведения из теории полугрупп можно найти в [1] и [5]. 
1. Через обозначим следующую четырехэлементную полугруппу: 
1 2 3 0 
1 1 3 3 0 
2 0 2 0 0 
3 0 3 0 0 
0 0 0 0 0 
Через обозначим вполне простую полугруппу над циклической группой 
простого порядка р с матрицей 
(:?)• 
где % — образующий элемент группы, 1 — ее единица. 
2. Предложение 1. Если многообразие полугрупп V не является квазиор-
тодоксальным, то либо для некоторого простого р, либо V. 
Поступило 10 ноября 1982, в переработанной форме 10 марта 1983. 
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Доказательство . Так как V не является квазиортодоксальным, то V 
содержит полугруппу S, порожденную идемпотентами е й / , такими, что 
e f f f . Рассмотрим идеал I полугруппы S, порожденный элементами efe 
и fef Возможен один из случаев: 1) е/£7 и /е£7; 2 ) e f $ I или /е<|/. 
Используя результаты работы [2], заключаем, что в первом случае сущест-
вует натуральное число к, такое, что ef=(ef)k, fe=(fe)k, к > 2 и к — наименьшее 
из всех чисел с таким свойством. Обозначим через He e = {(ef)xe}, Hf е — 
= {(/<?)*}, He¡/ = {(efT}, HJ f={{fe)J}, где « = 1,2, ...,к-\. Каждое из этих 
множеств есть, очевидно, подгруппа в 7; ' Я и П Я т , = 0 при i^m или j't¿1 
(i,j, т, /£ {e,f}), а поэтому 1= (J Нх ¡ есть прямоугольная связка групп, 
i.iíle.f) 
а значит (см.. [5], стр. 114), 7 — вполне простая полугруппа. Обозначим через 
A = {e,f}, через G циклическую группу порядка к — 1: G={a, а2, ..., а* - 1 = 1}. 
Тогда I^JÍ(G, Л, Л, Р), где ^j, M(G, Л, Л, Р) — регулярная рисовская 
полугруппа матричного типа над группой G.. 
Так как к—1=>1, то существует простое число р, такое, что к — 1 делится 
нар. А значит, существует подгруппа Н группы G порядка р. Пусть h—образую-
щий элемент группы Н. Тогда существует гомоморфизм (р группы G на Н, при 
котором <p(a)=h. А значит, как известно (см. [5], 3.11), регулярная рисовская 
полугруппа JÍ(Н, А, Л, Р*), где = ^ j , "является гомоморфным образом 
полугруппы JÍ(G, Л, Л, Р). Так как S£ V, V — многообразие полугрупп, то 
Jt(H, А, Л, P*)£V. Но полугруппа J((Н, А, А, Р*) есть ничто иное, как Sp. 
Итак, если ef£l и fe£l, то нашлось такое простое число р, что Sp£V. 
Если ef$I, fe£l, то фактор-полугруппа Риса Sjl изоморфна полугруппе 
S0. Если ef$I и /е$7, то фактор-полугруппа Риса (S¡I)¡I* полугруппы S/I 
по идеалу 7*=7U{/e} изоморфна 50 . Таким образом, если е/$7 или /е$7, 
то s0ev. | 
Предложение 1 доказано полностью. 11 
3. Пусть u—v — тождество над счетным алфавитом X. Через lz(u) обоз-
начим число вхождений буквы z в слово и; 1ху (и) — число вхождений слова ху 
в слово м; h(u) — первую букву слова и; t(u) — последнюю букву слова и; 
•/(и) — множество букв алфавита X, участвующих в записи слова и; если у.(и) = 
=%(v), то, как обычно, назовем тождество u=v нормальным. Через Var А 
обозначим многообразие полугрупп, порожденное полугруппой А. Равенство 
элементов в полугруппе слов над алфавитом X будем обозначать так: = . 
4. ИсполЫзуя результаты работы [7] или [8], нетрудно убедиться в том, что 
справедливо 
Предложение 2. Var Sp = n((xy)px=x, х2ух=хух2). 
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5. О п р е д е л е н и е . Тождество u = v над счетным алфавитом X назовем 
квазиортодоксальным, если и=ь не является нормальным, либо и=V нор-
мально и для него имеет место дизъюнкция следующих двух условий: 
'1) одно из слов, например, и, можно представить в виде и=м1мг , где 
а слово v = v1yxv2, где у€х(щ)> 
2) одно из слов и и V, например, и, представимо в виде:. и=и1ги2, 
Х(м1)Пх(иг) = 0> 4(и) = 1, причем либо 1г(г?) 1, либо /г(г>) = 1, v = v1zv2, 
ХЫГ\Х(МЗ*!> или 
6. П р е д л о ж е н и е 3. Тождество u—v выполняется в полугруппе тогда 
и только тогда, когда оно не является квазиортодоксальным. 
Д о к а з а т е л ь с т о . Необходимость. Пусть тождество ы=г> выполняется 
в полугруппе Допустим, что и==р не является нормальным, т.е. существует 
буква г£х(и) и х(¥). Строим отображение <р\ 50 следующим образом: 
<рг=2, (рх= 1, Тогда <рг)=1, <ри=3 или <ри=0 или (ри=2. 
Значит, тождество u = v нормально. Допустим, что и=ъ квазиортодок-
сально. Тогда имеет место хотя бы одно из условий определения квазиорто-
доксального тождества. Пусть имеет место первое условие, т.е. слово и пред-
ставимо в виде: и=иги2, х(щ)Пх(и2) = 0> а ь = где ^€/(м2), х£х(щ)-
Строим отображение <р: 50 следующим образом: полагаем 
Ух£х(и1X <РУ]=1 УУ^Х("а)- Тогда (ри=1-2=3, (ру=сру1-2-\ -<ру2=0. Про-
тиворечие. 
Пусть теперь для тождества м=г> имеет место второе условие определения 
квазиортодоксального тождества. Пусть и=игги2, где х(и1)^Х(и2)—^> 
С/ОО и х(м2)> а 12 («) > 1. Зададим отображение (р: положив (рг=Ъ, 
-9 
<рх = 1 У*€х(м1)> <РУ=2 Тогда сри=3, фи=0. Если же 
где /¿(ю) = 1, X(̂ 1) П х("г) ^ 0 или х О ^ Ю х ^ т ^ , то опять будем иметь 
<ри = 3, (ри=0. 
Необходимость доказана. 
Достаточность. Пусть тождество u = v нормально и не является квазиорто-
доксальным. Допустим, что и=у не выполняется в 50. Значит, существует 
отображение (р: Х—50 такое, что Не может быть сри= 1 или ери—2, 
так как это означало бы, что все буквы из х(м) отображаются при (р в 1 или 2, 
а так как 'Х(М)=Х(Р)> т о э т о означало бы, что <ри=<рь. Аналогично, <рг>̂  1 
и Значит, один из элементов ери и щ, например ери, равен 3, а другой 
— 0. Итак, пусть (ри—Ъ, <ру=0. Если никакая буква из х(и)=х(») не отобража-
ется при ср в 3, то х(и) е с т ь объединение двух непересекающихся множеств 
{х1г ...,ха}, {у1г при этом <рхг= 1, (ру]=2, 1 = 1, ..., /и; у=1, ..., А т а к 
как (ри—Ъ, т о и=щи2, = •••>*„•}> Х("г) = { л , • • • .л} - Т а к как <рг>=0, 
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то в этом случае v = v t y j x^v2, где {1, ..., /}, i0€ {1, ..., т ) . А это означает, 
что u=v является квазиортодоксальным. 
Если существует буква zdx(u)=x(v) такая, что cpz—Ъ, то /z(M) = 1, так как 
(ри=2; и=щги2„ у.(и1)Пх(щ)=9, причем <p(x("i)) = {1}, (р(х(и2)) = {2}, если 
или м2^0. Так как <pv=0, то либо / z(v)>l , либо lz(v) = 1, но v= 
= v1zv2, где 0 или x(v2)C\x(ui)^- А это опять означает, что 
тождество u=v. квазиортодоксально. 
Предложение 3 доказано. 
7. В работах [4], [9] указан базис тождеств полугруппы S0, а именно: 
Var S0 — П(х2 = х3, хух - уху, xyzx = xzyx, хух — хух2). 
Отметим, что доказательство этого факта вытекает из Предложения 3. 
8. Введем , еще несколько определений. Пусть u—v — тождество над ал-
фавитом X. Через d{u=v) обозначим наибольший общий делитель разностей 
|lx(u)—lx(v)\ по всем х£Х. Если Ф — некоторая совокупность тождеств, то 
через 1>(Ф) обозначим наибольший, общий делитель всех чисел d(u—v) по 
всем тождествам u=v из Ф. (Эта характеристика была рассмотрена в [3]). 
Для каждого слова ху (х и у не обязательно различные буквы алфавита) 
находим \Ixy(u)-lxy(v)\ и наибольший общий делитель всех этих чисел назовем 
двухбуквенной характеристикой тождества u=v. Наибольший общий делитель 
двухбуквенных характеристик всех тождеств из совокупности Ф назовем двух-
буквенной характеристикой Ф и обозначим В*(Ф). (р*(Ф) рассматривалась в 
[6]). Наибольший общий делитель чисел £>(Ф) и В*(Ф) назовем характеристи-
кой совокупности тождеств Ф. -
9. Теорема 1. Следующие свойства для многообразия полугрупп У—П(Ф) 
эквивалентны: 
1) V — квазиортодоксальное многообразие полугрупп; 
2) V не содержит полугрупп S0, Sp, где р — произвольное простое число; 
3) совокупность тождеств Ф удовлетворяет двум условиям: 
а) h(u)^h (v) или t(u) ^ t(v) для некоторого тождества u=v из Ф, или 
же характеристика Ф равна 1; 
б) среди тождеств Ф есть хотя бы одно квазиортодоксальное тож-
дество. - • 
Доказательство . Согласно Предложению 1 многообразие V квазиор-
тодоксально (поскольку полугруппы Sp по всем простым р не квазиортодок-
сальны) тогда и только тогда, когда V не содержит полугрупп S0, Sp (по всем 
простым р). Согласно Предложению 3, V не содержит S0 тогда и только тогда, 
когда среди тождеств из Ф есть хотя бы одно квазиортодоксальное тождество. 
Согласно Предложению 2 и результатам работ [6], [7], [8], V не содержит 
полугрупп Sp тогда и только тогда, когда V удовлетворяет условию а). 
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10. Теорема 2. Минимальными неквазиортодоксальными многообразиями 
полугрупп являются следующие: 
Var Sp = П((ху)рх = х, х2ух — хух2), 
где р-произвольное простое число, и 
Var So = П(х2 = х3, хух = уху, xyzx = xzyx, хух = хух2). 
Доказательство . 1) Каждое из перечисленных многообразий не являет-
ся квазиортодоксальным, поскольку неквазиортодоксальны полугруппы S0,Sp. 
2) Допустим, что Var S p не является минимальным. Тогда существует 
собственное неквазиортодоксальное подмногообразие V многообразия 
Var Sp. А значит V, а тогда и Var Sp, содержит £•„ или Sq, где q — некоторое 
простое число. Но ^ ^ Var Sp, так как в полугруппе S0 не выполняется тож-
дество (ху)рх=х. ^ ( J V a r S р при q ^ p , так как тождество (ху)рх—х не вы-
полняется и в полугруппе Sq. Значит, Var SpdV, а тогда Var Sp—V'. Зна-
чит, Var Sp минимально. 
Поскольку тождество хух=хух2 не вьшолняется ни в какой полугруппе 
Sp, то Var S0 — минимально. 
Других минимальных неквазиортодоксальных многообразий полугрупп 
нет. Это непосредственно следует из Предложения 1. 
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